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Introduction

La question du partage de nourriture est un sujet sensible. S’il est difficile d’étre exhaustif sur les
différentes stratégies de partage d’un repas quelconque, ce mémoire va nous permettre de montrer I’exis-
tence d’un partage équitable entre deux personnes en une seule coupe dans le cas ou le repas a partager est
de la forme d’un ”sandwich au jambon” ; composé de trois ”tranches”, quelque soit leur disposition. Nous ne
pourrons malheureusement pas déterminer ladite coupe mais le fait de savoir qu’elle existe devrait combler
de joie nos mangeurs de sandwich.

Pour répondre & cette question d’une importance capitale, nous allons devoir formaliser notre probleme
pour utiliser des objets mathématiques qui nous aideront a le résoudre. Parmi ces objets, mais surtout au
coeur du mémoire, on trouvera ’homologie. Un outil trés puissant dans I’étude des espaces topologiques qui
consiste a associer des objets algébriques a des objets topologiques. Notre question de base servira surtout
a motiver I’étude de I’homologie et mettre en lumiere la puissance de ’objet lorsqu’il s’agit de résoudre des
problémes. Ici I’homologie va d’abord nous permettre de démontrer le théoreme de Borsuk-Ulam qui nous
dit entre autre que sur Terre il existe deux points antipodaux qui sont précisément a la méme température
et a la méme altitude. Le théoreme de Borsuk-Ulam nous permettera ensuite de démontrer notre résultat
appelé Théoreme du Sandwich au jambon.

Dans ce mémoire :

— Nous allons d’abord formaliser notre probléme et poser les fondements théoriques dont nous aurons
besoin.

— Nous allons ensuite étudier I’homologie des espaces.

— Nous terminerons en démontrant le théoreme de Borsuk-Ulam puis le théoréme du sandwich au jambon.



Chapitre 1

Fondements

1.1 Enoncés des théoremes

1.1.1 Le théoréme de Borsuk-Ulam
Le théoreme de Borsuk-Ulam ne nécéssite pas de travail préliminaire, on peut 1’énoncer de suite.
Théoréme 1.1. Soit n > 1, pour toute fonction f : S* — R™ continue, il existe x € S™ tel que f(x) = f(—x).

En particulier si f : S2 — R2, c’est-a-dire si on prend deux fonctions réelles continues de la position sur
Terre (dont la surface s’apparente & S?), par exemple la tempérture et 1'atlitude, alors il existe deux points
antipodaux qui sont & la méme température et a la méme altitude.

1.1.2 Le théoreme du sandwich au jambon et la théorie de la mesure

Pour énoncer le théoreme du sandwich au jambon, nous allons devoir définir ce qu’est une ”tranche”, une
”coupe” et ce qu’on entend par ”partager équitablement”. Si on veut faire un partage équitable, il va falloir
mesurer les tranches. On va donc avoir besoin de faire quelques rappels de théorie de la mesure.

Théorie de la mesure
Une mesure est une application définie sur une tribu, nous allons donc définir ce qu’est une tribu.

Définition:
Soit X # () une tribu sur X est une famille A de parties de X telle que :

— P e A,
— si A€ Aalors A° € A,
— si (An)ne(ny est une famille dénombrable de A alors | J,, A, € A.

Le couple (X,.A) s’appel un éspace mesurable.

Définition:
Une mesure i : A — R, est une application qui vérifie :

— p(0) =0,

— 81 (Ap)nen est une famille dénombrable disjointe de A alors

K (U An) = Zﬂ(An)-
n=0 n=0



Le triplet (X,.A, i) s’appel un espace mesuré. On dit que p est compléte si pour tout A € A tel que
u(A) =0, pour tout B C A, u(B)=0.

Maintenant qu’on a définit ce qu’est une mesure, il faut en choisir une. Une mesure tres naturelle est la
mesure de Lebesgue qui coincide avec les volume sur les pavés.

Définition:
Un pavé dans R™ est une partie de la forme :

P= [al,bl] X X [an,bn].

Avec a;,b; € R, a; < b;. Le volume de P est :

n

Vol(P) = [ (b — ax).

=1

Théoreme 1.2. Soit n > 1, il existe un unique espace mesuré (R™, L, \) tel que :
— L contient tout les pavés de R™, \(P) = Vol(P) pour tout pavé P, \ est compléte.
— Si (R™, L', X) vérifie le point précédent, alors L C L' et N (A) = A(A) pour tout A € L.

Définition:
Dans lespace (R™, £, \) du théoréme précédent, £ s’appel la tribu de Lebesgue et A la mesure de
Lebesgue.

Maintenant qu’on peut mesurer nos tranches qui seront donc des ensembles mesurables bornés de R™ on
va définir ce qu’est une coupe. Une coupe est un hyperplan de R™. On peut définir n’importe quel hyperplan
de la maniere suivante :

On considére R™ munit du produit scalaire standard (. | . ) et 2 € R™, ||z|| = 1, on note

Poy = {y € R"|(yla) = t}

I’hyperplan perpendiculaire z passant par tz.
P, ; divise R" en deux demi-epaces :

P, ={y e R"|(y|z) <t} et P, = {y € R"|(y|x) > t}.

On remarque :
_ + _ p— + _ p-
P:c,t - P—x,—ta Pg:,t - P—z,—tv P—J;,—t - Px,t

On peut maintenant énoncer le théoreme du sandwich au jambon :

Théoréme 1.3. soient (A;)1<i<n tels que A; C R™ mesurable et bornée. Il existe x € S™, t € R tels que :

V1<i<n, MAiNPS)=XANP,,).

1.2 Topologie

Nous allons désormais nous donner les outils pour démontrer le théoreme de Borsuk-Ulam. Nous allons
d’abord avoir besoin de faire quelques rappels de topologie, et par la méme occasion approfondir certaines
notions.

1.2.1 Définitions

On commence par définir la notion d’un espace topologique général.



Définition:
Un espace topologique X est un ensemble muni d’une topologie 7. Une topologie est une collection de
parties de X qui vérifie :

— 0, XeT,
— si (Uj)ier est une famille quelconque d’élément de T alors |J, U; € T,
— si (Ug)1<k<n est une famille finie d’élément de T alors (), Ui € T.

Les éléments de 7 sont appelés des ouverts.

Une fois qu’on a construit une famille d’espaces, on peut considérer les "morphismes” de ces espaces.
La notion de morphisme sera approfondie plus tard lorsque nous parleront de théorie des catégories. Les
morphismes des espaces topologiques sont les applications continues.

Définition:
Soient (X, Tx), (Y,7Ty) deux espaces topologiques, f : X — Y est continue si

VB e Ty, [ '(B) € Tx.

On cherche généralement a comparer et classifier les espaces a isomorphisme pres. Les isomorphismes des
espaces topologiques sont les homéomorphismes.

Définition:
Soit X, Y deux espaces topologiques, f : X — Y continue. f est un homéomophisme s’il existe
g:Y — X continue telle que fog=1idy, go f =idx. On dit que X et Y sont homéomorphes.

la relation ”étre homéomorphe” est tres forte, on va définir une relation plus faible d’équivalence pour
les espaces topologiques.

Définition:
Soit X, Y deux espaces topologiques, f,g : X — Y continues. On dit que f et g sont homotopes s’il
existe une application continue

H:Xx[0,1] =Y, VeeX, H,0) = f(z), Hz,1) = g(x).

On note f ~ g. Une application f est une équivalence d’homotopie s’il existe g : ¥ — X telle que
fog~idy, gof ~idx.On dit alors que X et Y sont homotopiquement équivalents.

Définition:

Soit Y un espace topologique, X un sous-espace de Y. On note ¢ : X — Y l'inclusion. Une rétraction
de ¢ est une application continue p : Y — X telle que pot = idx. On dit que p est une retraction par
déformation s’il existe H : Y x [0,1] — Y continue telle que :

VyeY, H(y,0) =y, H(y,1) = p(y) € X,

V(z,t) € X x [0,1], H(z,t) = z.

On dit alors que X est un retract par déformtion de Y. S’il existe zg € Y tel que {zp} soit un retract
par déformation de Y, on dit que Y est contractile.

1.2.2 Quelques équivalences d’homotopie

Nous allons maintenant étudier ’équivalence de certains espaces qui nous seront utiles pour la suite.



Proposition:
R™ est contractile.

Démonstration. On pose X = {0} et p: R" — X,y — 0. Soit
H : R"x[0,] —» R"
Wt - -ty
H est clairement continue, H(y,0) =y, H(y,1) =0 = p(y), H(0,t) =0
{0} est donc un retract par déformation de R™, R™ est contractile

Proposition:
Si X est un retract par déformation de Y, alors 'inclusion ¢ : X — Y est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Par définition, il existe p : ¥ — X une retraction par déformation. Il existe donc H :
Y x [0,1] = Y continue telle que :

VyeY, H(y,0) =y, H(y,1) =p(y) € X,
V(z,t) € X x [0,1], H(x,t) =x.

En particulier ¢ o p ~ idy, et on sait déja que pot =1idx. O

1.3 Theéorie des catégories

On veut associer a des espaces topologiques des invariants par homotopie. C’est-a-dire si on se donne
deux espaces topoplogiques X, Y on veut leur associer des objets mathématiques ax, ay tels que si X et
Y sont homotopiquement équivalents, ax = ay. On va associer une suite de modules. Pour formaliser cette
”assocation” on utilise la théorie des catégories.

Définition:

Une catégorie C est une collection d’objets 0b(C) et des ensembles de morphismes More(X,Y) qui

vérifient :

o: More(X,Y)x Morc(Y,Z) — More(X,2)
(9, f) — gof

— Jidx € More(X, X) tel que VX, Y € 0b(C), Vg € More(X,Y), idxog=goidx =g .

-3 pour tous X,Y, Z € 0b(C), associative.

Un isomorphisme dans une catégorie C est un morphisme f € Mor¢(X,Y) tel que il existe g €
More(Y,X) avec fog=1idx et go f =idy.

les catégories qui nous intéressent sont les catégories des espaces topologiques Top, dont les morphismes
sont les applications continues, et la catégorie des modules sur un anneau K, Modg, dont les morphimes
sont les morphismes de K-modules. Les objets qui font les liens entre deux catégories sont les foncteurs.

Définition:
Un foncteur F' : C — D entre deux catégories est la donnée :

F: ob(C) — ob(D)

X = FX) sur les objets,

F: Mor¢(X,Y) — Morp(F(X),F(Y))
f - F(f)
telle que F(fog) = F(f)o F(g) et F(idx) = idp(x).

sur les morphismes,

On définit la catégorie des paires d’espaces topologiques pTop dont les objets sont (X, A), X € ob(Top), A C
X et dont les morphismes sont les applications f : (X, A4) — (Y, B) continues telles que f(A4) C B.



Chapitre 2

L’homologie

2.1 Définition

L’homologie est la donnée d’une suite de foncteurs

H,(-,K): pTop — Modg
(X,A) — H,(X,AK)

et des transformations naturelles appellées connectants
Ox : Hp1(X,AK) — H, (A0, K).
On note parfois H,(X,0, K) = H,(X).
Définition:
La propriété de transformation naturelle des connectants signifie que pour tout morphisme de paires
f + (X,;A) — (Y, B) les connectants associés a (X, A) et (Y, B) et les morphismes induits par f en
homologie donnent lieu & un carré commutatif :
Hn-‘rl(XvA)K) LHH(AaQLK)
lHnH(f) \LHn(fA)
Hyi1(Y, B, K) 2~ H,(B,0,K).
L’homologie doit vérifier cingq axiomes :
i Homotopie :
Sif,g:(X,A) — (Y, B) sont des morphismes de paires homotopes alors H,(f) = H,(g).
ii Additivité :

Si X =], X, est une réunion disjointe de sous-espaces alors
Hy(| | Xa) = €D Ha(Xa)

Ou l'isomorphisme est induit par les inclusions ¢, : X0 — X.
iii Exactitude :

Pour chaque paire (X, A) on a une suite exacte longue :

e Hy (X, A K) 2 H (A0, K) —2 = Ho(X,0,K) —L > Hy (X, A, K) . 0

ou iy : Hy(A,0,K) — H,(X,0, K) est le morphisme induit par I'inclusion ¢ : (A, 0) — (X, 0)
et j.: Ho(X,0,K) = H,(X, A, K) est le morphisme induit par I'inclusion j : (X,0) — (X, A).



iv Excision :

[e]

Soit U C A tel que U C A alors I'applicatioin d’inclusion de paires k : (X \ U, A\ U) — (X, A) induit un
isomorphisme en homologie H, (k) : H,(X \ U, A\ U, K)>H,(X, A, K).

v Dimension :
o0 )= { 0

Il y a de nombreuses constructions qui respectent ces axiomes. On peut montrer que toutes ces construc-
tions sont équivalentes a isomorphisme pres mais c’est hors de portée de ce mémoire. On peut citer par
exemple ’homologie simpliciale ou bien 'homologie singuliére que nous allons étudier plus en détail dans
ce mémoire. En effet en admettant que toutes les homologies sont équivalentes, on peut donc se concentrer
sur une théorie en particuliere. Chaque théorie d’homologie présente ses aventages et ses inconvénients :
généralement une théorie simple & définir rendra les calculs compliqués 1a ou les théories moins naturelles
rendront les calculs plus simples. Pour ce mémoire nous allons définir ’homologie singuliere qui est simple de
par sa définition, et '’eventail d’espaces sur lesquels elle est définie. Il n’y a en effet pas besoins de contraintes
sur 'espace topologique X auquel on va associer ’homologie. Avant de pourvoir la définir on va d’abord
avoir besoin de faire des constructions algébriques et topologiques.

2.2 Les complexes de chaines

Nous allons déja construire les suites de K-modules qui nous intéressent puis nous construiront les fonc-
teurs.

2.2.1 Définitions

Définition:

Un complexe de chaines est un couple (Cy, 0x) = C ou Cy est une suite de K-modules (C},)nen, O« est
une collection de morphismes de K-modules 9,, : C,, — C,,_1 telles que pour n > 1, 9,_1 09, = 0.

On appel C,, la composante de degré n du complexe et d,, 'opérateur de bord de degré n.

on s’interesse a deux sous-modules des composantes C,.

Définition:

on note

Zn(C) ={c e C, | On(c) =0} C C, les cycles,

B,(C)={ceC, |3 € Cpt1, c=0nt1(c)} C Cy, les bords.

Comme 0, 00,+1 =0on a B,(C) C C,(C) on peut donc définir

H,(C) = Z,(C)/B,(C) I'nomologie de degré n de C. On note {z} la classe de z dans H,,(C).

Comme pour beaucoup d’objets mathématiques va ensuite vouloir créer des morphismes de complexes
pour obtenir la catégorie des complexes de chaines de K-module Ch(K).

Définition:
Un morphis :me de complexes de chaines f : €' — D est une suite de morphismes de K-modules
fn: Cp — D, telle que

On+1 On
coe > Unpya Cn Ch1
ifn-%—l lfn lfn—l
Ont1 2]

~*>Dn+1*>Dn*”>Dn71*>~u

commute.



2.2.2 Propriétés

Les morphismes de complexes nous donnent bien des morphismes en homologie comme nous l'indique la
proposition suivante.

Proposition:

si f est un morphisme de complexes alors

Fa(Za(C)) € Z,(D),

Fu(Ba(C)) € Ba(D).

On a donc fu, : Hy(C) — Hy(D) bien définit par {f,(2)} = fn({z}).

Démonstration. Soit z € Z,(C), I(fn(2)) = fn-1(0(2)) = fn-1(0) = 0 car f,—1 morphisme de modules.
fu(2) € Z,(D). Soit b € B,(C) il existe b/ € Cpyq tel que b = (), fn(b) = fu(O)) = O(fu+1(V)).
fn(b) € Bp(D).

Soit y, z € Z,(C) tel que {z} = {y}, c’est & dire z —y € B,(C). On a donc f,(z —y) € Bp(D) comme f,
est un morphisme de modules, f,,(2) — fn(y) € Bn(D), {fn(2)} = {fn(y)}. fin est bien définie. O

Il nous reste une derniere construction a réaliser : les suites exactes courtes de complexes.

Définition:
Une suite exacte courte de complexe est une suite

0 oo Lo 0

qui forme une suite exacte courte de K-modules en tout degré

p

0 c —tsC,

o 0.

On peut désormais énoncer un resultat sur les complexes de chaines.

Théoreéme 2.1. Les morphismes induits par les morphismes d’une suite exacte courte de complexes s’insérent
dans une suite exacte longue en homologie.

= H(C') — " H(O) — s Hy (0

g, (O e Hy o (C) - H (0

— 2 Hy(C") —=— Hy(C)

Px

0

HO(O//)

pour une certaine famille de morphismes Oy : Hy1(C") — H,(C") appelés connectants de la suite exacte.

Démonstration. On veut définir le connectant d.. On veut associer & un élément {z} € H,(C”) un élément



{#'} € H,,_1(C"). On a le digramme exacte suivant :

0—=Chpy —> Cnt1 - Cra 0
0 c, ——c,—2—=c 0
0——=C/_ji Cph1 —2=C"_, 0

Soit z € Z,+1(C") un cycle. 9(z) = 0. Par I’éxactitude de la suite, p est surjective donc il existe x € Cp41
tel que p(z) = z. Comme le diagramme commute p(9(x)) = d(z) = 0. Ainsi 9(x) € ker(p) = Im(i). Il existe
donc 2’ € C, tel que i(z") = d(x). i est injective par I'exactitude de la suite. Comme le diagramme commute
on a i(9(z')) = (d(z)) = 0 car 9> = 0. Finalement 9(z’) € ker(i) = {0}, (') =0, 2’ € Z,(C").

On pose 9.({z}) = {#'}. Voyons que 9. est bien défini, c’est dire qu'il ne dépend pas du choix de = ni du
représentant de {z}.

Soit z représentant de {z}, soit x1, 2 tels que p(x1) = p(x2) = 2. Solent 2z, 25 tels que i(z]) = 21, i(2h) =
x2.x1 — X2 € ker(p) = Im(i) donc, soit o € C} ,; tel que i(a) = 1 — x2. On a

i(21 — 25) = O(z1 — 22) = 0(i(a)) = i(0(a)).

Comme i est injective, on en déduit z; — 25 = d(a) € B,(C"), ot {21} = {24}.

Soient maintenant {z1} = {22}, 21 — 22 € Bp4+1(C”) donc il existe a € Cy12(C"), O(a) = 21 — z3. Soient
a € Cpio tel que p(a) = «, 1,29 € Cpyq tels que p(z1) = 21, p(x2) = 22. On a vu que le choix de z n’avait
pas d’impact une fois le représentant fixé. Soient 21,25 € CJ, tels que i(z]) = d(x1), i(25) = I(z2). On a
p(0(a)) = 0(p(a)) = 9(a) = 21 — 22, donc p(x1 —x2—9(a)) = p(z1) —p(x2) —p(d(a)) = 21— 22— (21 —22) = 0.
x1 — 29 — 0(a) € ker(p) = Im(i), soit donc S tel que i(8) = z1 — 22 — 9(a). On a

i(0(8)) = 0(i(B) = d(z1 — w2 — 0(a)) = O(x1) — A(x2) — 8*(a) = O(x1 — w2) = i(2] — 23).

Comme 7 est injective 2§ — z5 = 9(8) € B,(C") d’ou {z]} = {4}
O, ne dépend ni du choix de = ni du choix du représentant.
Il ne reste plus qu’a voir 'exactitude du complexe.
Px 0ty = (poi)s = 0, =0 Soit {2} € Ho11(C), 0«(p:({z}) = 0.({p(2)}). On cherche 'unique 2’ tel que
i(z')=0(2) =0, 2 =0. 0.(p({z})) = 0 En reprenant les notations de la construction précédente :
. (0.({z))) = {i(=")} = {0(x)} = 0.
La suite est exacte.
O

On a fait les constructions dont on avait besoin du c6té des modules, on doit maintenant faire des
constructions du coté des espaces Topologiques

2.3 Le complexe singulier

Définition:

Le n — simplexe A™ est I'espace A™ = {(tg,...,t,) € R" T [ tg+---+t, =1, 0<t; <1} ou de facon
équivalente I’enveloppe convexe de {vy,...,v,} ot v; = (01,...,0;-1,1;,0;41,...,0,) sont les sommets
de A™.

10



On définit des applications de cofaces
d': A1 5 A" pour i =0,...,n telles que
dl(t07 s 7tn—1) = (t07 s ati—hoatia s atn—l)-

Les d* sont des applications affines, elles sont donc déterminées par leur action sur les sommets de A™.

Proposition:
On a la relation (les composées sont implicites) :

ddt=did’ Tt Vi< g
Démonstration. Soient i < j
AP d (to, .. tn—2) = d (to, ... tio1,0 iy tn—2) = (to, ooy tiz1, 0.ty oo tj—0, 00t 1, .ty o)

En effet, apreés avoir appliqué d?, la coordonée t;_1 se trouve en j—eme position.

d'd7 " (tg, . ty—2) = d'(toy - tj—2, 0051y tna) = (toy - tio1, Oty tim0, 0,85 1, o ty2).
On a bien d’d* = d'd’~!. O

Définition:

Soit X un espace topologique, on considere Morpe,(A™, X) = {o : A" — X continues}. On appelle

n — simplexes dans X les éléments de cet ensemble.

On a la aussi des opérateurs de faces :
d; : Morre(A™, X) — Morro,(A™ 1, X)

(A" 2= X)) — (A"_1L>A"L>X)
”?On restreint o a la i-éme face de A™”.

Proposition:
On a la relation (les composées sont implicites) :

didj = djfldi Vi < J-
Démonstration.

didj(0) =di(cod’)=0od'd =cod'd " =d;_1(00d;) =dj_1d;(0).

Nous allons maintenant pouvoir construire ’homologie singuliére d’un espace.

Définition:
Le complexe singulier de X & coefficients dans K un anneau est le complexe de K-module (S,(X, K), §)
tel que

S, (X, K) = K[Mory,(A", X)] = &y Klo: A" = X]
ceMoryop(A™,X)
(o : A" = X)) = Z(—l)i[UOdi AT X
=0

11



Proposition:
§ vérifie bien 62 = 0 par la relation did; = d;j_1d;.

Démonstration.

n—1

(o) => > (~1)"[did;o]
1=0 7=0
= Y (-D)W[ddiel+ Y (=1)"[did;o]
0<i<j<n 0<j<i<n-—1
= > (=)M[diadiol+ > (1) [did;o]
0<i<j<n 0<j<i<n-—1
= ()" didio] + Y (1) [didjo]
0<i<j<n—1 0<j<i<n—1
=— Y ()M [ddjol+ Y (1) [dido]
0<j<i<n-—1 0<j<i<n-—1
=0

2.4 L’homologie singuliere
2.4.1 Définition
Définition:
L’homologie singuliere de X a coefficienst dans K est I’lhomologie du complexe singulier associé a X,

Ho(X, K) = Hn(S.(X, K), ).

Nous allons maintenant vérifier que cette construction est fonctorielle et vérifie les axiomes que nous nous
somme fixés.

2.4.2 Fonctorialité

On a
X S.(X, K) H,(X,K)
A
Y S, (Y, K) H,(Y,K)

o f(lo:A" 5 X)) =[A" 2> X Loy ]=[foa].

Proposition:

flo: A" 5 X)) =[A" 2> X Ty | = [f o o] est un morphisme de complexes.

Démonstration. f, est défini par son action sur la base de S, (X, K), {[o]loc € Morro,(A™, X)} et fu([o]) =

[f o0] est un élément de la base de S, (Y, K). En effet f oo € Morro,(A™,Y). f, est bien un morphisme de
K—modules en tout degré. Aussi

12



=/
O
Comme f est un morphisme de complexe il induit un morphisme f, en homologie.
Proposition:
f — f+ est un foncteur.
Démonstration. Soit f: X =Y, g: Y — Z continues
g« o fx({lo]}) = g« ({[f 0 0]})
={lgo fool}
={go flo]}
= (g0 f)«{lo]}.
idx.({lo]}) = {lidx o o]}
={ll}
= idp, (x)({[o]})
On a bien g, o fu = (go f)« et idx. = idg, (x)
O

2.4.3 Exactitude
On se donne (X, 4), A= X une paire, on a :

I+ K[Morre(A™,A)] — K[Morpe,(A™, X)]
Sn(A,K) — S (X, K)
[0 : A™ — A] = Jtoo:A™ = X]

T est injective, on identifie S, (A, K) & un sous-complexe de S, (X, K).
Définition:
On définit S, (X, A, K) := S, (X, K)/Sn(A, K) et on munit ces modules de la différentielle induite. On
associe ainsi le complexe singulier S, (X, A, K) a la paire (X, A).
Par construction on a une suite exacte courte
00— S, (A, K) ——=> 5,(X,K) — S,(X,K)/S. (A, K) —=0

avec ¢ la surjection canonique. En homologie, cette suite exacte courte de complexes donne la suite exacte
longue demandée par I'axiome iii).

13



2.4.4 Dimension

Proposition:
K sin=0
H"(xO’K)_{ 0 sin>1

C’est-a-dire ’homologie singuliere vérifie axiome de dimension v).

A" — X

d i ty :
Démonstration. Morre, (A", zg) = { CStn b
0

} n’est composé que d’un élément, donc

Sp(zo, K) = K [esty, : A™ — 29] =2 K pour tout n € N

(—1)'d;[cst]

I

N
I
=)

J [esty : A" — xg] =

(—=1)[cst o d']

|

=0
n
=S (- 1)ifest]
i=0
o 0 si m impair
o [estn_1: AP™Y — 20]  sin > 2 pair

On a donc la suite
..—>%[cst2 : A% — 2] Ld>K[cstl VA —0>K[cst0 A R—
On en déduit

Zo(xo,K) = S()(,CC[),K) = K

Bo(z0,K) =0 } Ho(xo, K) = K

si n impair

— 0 =
Zn(m(),K)—kGT(KTK)_K Hn(mOvK):O
By (v, K) = Im( K —=K ) =K

si n pair

B id _

Znlro, ) = ker(K ="K ) =0 8 g1 (s 1) =0
By (w0, K) = Im( K —— K ) =0

Proposition:
Hy(X) est le K—module libre engendré par les composantes connexes par arc de X :

Hy = K[ X],

ou ITpX = X/ avec x ~ y si x et y sont reliés par un arc.

Démonstration. On a A® = {1}, So(X,K) = K[o : A = {1} — X] ainsi on peut noter

{o:A°={1} = X}={o,: 1 »z|zecX}=X

14



donc Sp(X, K) = K[X].

Ona Al =10,1], S1(X,K) = K[o : Al =[0,1] — X] ainsi {0 : A =[0,1] — X} est I'ensemble des arcs de

X.

{wo} & 0,1 3 X
%

xg — 0 c(0)

N R fn]

finalement on a :

So(X,K) = = P Kla],

zeX

SGK) =KX= @ Kbl
~:[0,1] =X

[y] =[] = [ (0)].

Ainsi deux points [xo], [z1] € So(X, K) = Zp(X, K) définissent la méme classe en homologie si et seulement
si il existe v : [0,1] — X tel que [z1] — [xo] = &[], si et seulement si v(1) = z1, ¥(0) = 2o et donc si et
seulement si xg et £ sont dans une méme composante connexe par arc. O

2.4.5 Additivité

Voyons que ’homologie singuliére vérifie I'axiome d’additivité.

Définition:
La somme directe des complexes (Cy,0¢), (D«,0p), C® D = (Cy ® D.,dcep) est définie par :
bc®dép : Cho®D, — Ch_1®Dn-1

boon = (y) = (Gole).on)
OnaZn(CeaD) Zn(C) @ Zy (D),

B, (C'@® D) = By (C) & Bn(D),

Hn(C® D) = Hy(C) & Hy(D).

Proposition:

Si X =\, Xaq alors Hy,(X) =P, Hu(Xa).

Démonstration. On a o : A™ — | |, X,. Comme A" est connexe, il existe ag tel que Im(o) C X4,. On a
donc

Morpy,(A™, |_|Xa) = |_| Morpe,(A™, X4)
, d’ou
K[Morpoy(A™,| | Xa)] = @ K[Morrep(A™, X))

=P Sn(Xa, K).

De plus comme o(A") C X,,, ood (A" 1) C X,,. Ainsi [0] € Sp(Xa, K) = d[o] € Sp—1(Xa, K). On
a donc

=@ S.(Xa K),
=P H.(Xo, K).

15



2.4.6 Homotopie

Voyons maintenant 1’axiome d’homotopie.
Soient f,g: X =Y, fu,9.: Hy(X) = Hy(Y) onveut f ~g = fi = gu.

Définition:
fig: (Ck,0) = (D, ) sont homotopes, f ~ g, il existe hy, : C,, = Dpy1,n > —1 avec C_1 = {0} telle

que

fn—9n :5n+1ohn+hn_105.

on représente par le diagramme suivant :

Ont1 On
o/ Unta Cn Cnfl
On+1 s

_,4>D7L+14>Dn4n>Dn_14>,_,

Proposition:
Si f ~ g alors f. = gx-

Démonstration. Soit z € Z,(C), f.({z}) = {f(2)}, 9.({z}) = {g(2)}. Comme z € Z,(C), §5(z) =0
Fa(2) = gn(2) = 0741 (ha(2)) + hu-1 (67 (2))
= 0141 (hn(2))
Ainsi
fe({2}) = {f(2)} = {9(2)} = 9.({z})
f* = G«
O

Théoréme 2.2. Soient f,g: X —Y, f.q: Sn(X,K) — S,(Y, K) les morphismes de complezes associés.
Si f~galors f~g

Démonstration. Soient f ~¢g: X =Y, H: X x[0,1] = Y qui réalise 'homotopie. On considére

oxid

A" % 0,1] 55 X x [0,1] Y
On va donc étuder le prisme A™ x [0, 1]. On va donner une autre expression du simplexe :
A" = {(to,.. . tn) ER" tog+---+t, =1} 2 {(x1,...,2,) ER0< 2y < --- <, <1}
par 'homéomorphisme z; = tg + - -- 4+ t_1 On ecrit alors
A" x[0,1] ={(z1,...,Zn,s) €ER" x [0,1]0 <3 < -+ <z, <1}
pour s € [0,1] il existe 0 <1 < n avec g =0, zp41 =1 tel que ; < s < 2;41. On décompose ainsi

A"x[0,]]={0<s<1 <<z, <1}U---U{0<2; <+ <z, <5< 1}
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gk A+l A" x [0,1]

on pose
On a alors

A" x [0,1] 2 | ju(am)
k=0

On a décomposé le prisme en n + 1 n + 1—simplexes Dans cette représentation,
d A — A™
O=2o<a; < <zp 1 <wp=1) = (0<y <+

T k<i

avec Yy = { o kil
On peut réécrire :

dO0=zg<az < <ap <z =1)=0=y; <y <<y, <1)
d0=20<a1 < <21 <2, =1)=0< 1 <y <+ <y =yiy1 <
d"O=20<m1 < <y 1< =1)=0<y << <y, =1)

Pour ¢ : A™ — X, On pose

n

hlo] = ST (-1F[ A 2L An s [0,1] TS X % [0,1] s V]
k=0
On note hgo] = [ A — 25 An 5 [0,1] 2% X % [0,1] =Y ] Ona:

doholo] = [(h oo x id o jo) 0 d°] = [ho (o x {0})] = [f 0 0]
dniihalo] = [(hoo x ido ju) o d™*'] = [ho (o x {1})] = [go o]

dj1hjlo] = djpihjgalo]
dihj = hj_ldi[O'], 1< J
dih]' = hjdi_l[a] 1>7+1
On en déduit

H
Lz, <1) - (0<a < <o <apq1 <<z < 1oay)

<yn <1)

= flo]=glol+ Y (=D)™Mdibjlol+ Y (=) dihylo]

0<i<j<n n+1>i>j+1>1

+ > ()bl + > (1) d; ko]

1<i=j i=j+1<n+1

= flo] - glo] + Z(_l)i+jhj—1di[0] + Z (=1 hjd; 1 [o]

i<j i>j+1

+ > (CD)¥dihlol+ Y (—D¥ ko)
0<i—j =it 1<n+1

= flo] = glo] + Y (=) h;adilo] + Y (=1)"hyd; 1 [o]

i<j i>j+1

+ Y (=D)¥d;hylo) = > (=1)¥d;hy[o]

1<i=j 1<i=j
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2.4.7 Théoreme de Mayer-Vietoris

L’homologie singuliére vérifie bien ’axiome d’homotopie. Il ne nous reste plus qu’a démontrer la propriété
de Mayer-Vietoris qui conclura cette partie. Pour démontrer le théoréeme de Mayer-Vietoris nous allons utiliser
le théoreme des chaines U-petites que nous allons admettre.

Définition: )

Soit X Un espace topologique, U = {A, C X}, tel que X = J, Aqo. On définit la chaine U-petite
SY(X,K) C S,(X,K) le sous-module engendré par les simplexes o : A" — X tels que il existe
«p, U(An) C Aa0~

On a o(A") C Ay, = ood(A"1) C A,, donc [0] € SY(X,K) = §([o]) = > y(-1)i[ood] €
S’II’L]—].(X7 K)

Ainsi le complexe de chaines U-petites forme un sous-complexe de S, (X, K). On le note SY (X, K).

Théoréme 2.3. L’application d’inclusion v : SY(X,K) — S.(X,K) posséde un inverse d homotopie de
compleze de chaines pres et donc induit un isomorphisme en homologie :

L Ho(SY(X,K)) 5 H.(S.(X, K)).

Théoréme 2.4. Soit X un espace topologique, A, B C X tels que AU B = X. on note
ANBS A ANBS B
A< AUB, B < AUB On a une suite ezacte longue

[
é —ls

= Hpr(X) — 2> H (AN B) ~— gnw ©H.(B) ) g

¢ —————> (ku(c), —=l(¢)) — (ix(ku(c)) + 4 I+ (<))
Démonstration. On applique le théoréme des chaines U—petites & U = {A, B}.
SU(X)=Klo: A" — X|o(A™) C A ou 0(A") C B]

SU(X) = Im((is42) : Su(A) @ Su(B) = Su(X), (2,3) = 7 +1).
En effet soit (z,y) € Sp(A) ® Sp(B). Siz £y, z+y € SU(X).Siz=y, z+2=(1+1)z € SY(X).
Im((i,4.) © SY(X).
D’autre part, soit x € SY(X), = = (ix, jx)(x,0). Im((ix, jx) = SY(X).
On a ker(ix, j«) = {(¢, —¢) € Sp(A) ® S, (B)|c € Sn(A) N Sp(B)}
Aussi
Sp(ANB)=Klo: A" = X|o(A") Cc AnNB]=S,(ANB)

On a donc une suite exacte
(%)
—1, Y
0— > S, (AN B)0—= 4,(A) & 5.(B) —=8714) © S.(B) = SU(X) C S.(X) —0

qui donne la suite exacte longue de Mayer-Vietoris en homologie. O

On va pouvoir utiliser le théoreme de Mayer-Vietoris pour calculer I’homologie des spheres.

18



2.5 L’homologie des spheres

On commence par calculer Hy(S'). On pose n,s € St le pole nord et le pole sud.
On pose A =St \ {s}, B =S\ {n}. A et B sont homéomorphes a R.
AN B =S\ {n,s} est homéomorphe & R LIR.

~ ~ _J K, n=0
Ona H,(A) 2 H,(R) = H.({x0}) = { 0, n>1-
De méme pour B. Aussi H,(ANB) 2 H,(RUR) 2 H,({zo} U{zo}) = { K%BK’ Z i (1) .

Comme H;(A) = H1(B) =0, on a par Mayer-Vietoris la suite exacte :

k.
-1,

Par 'exactitude de la suite, d, est injective donc c’est un isomorphime de Hy(S') dans ker ( fz‘ > .
Si [a] € Ho(AN B), '
= Hy(ANB) — Hy(A)® Hy(B)
[a] = (lal,[-a])

On en déduit la matrice

1 1 ks N k. ~
(_1 —l)de<—l*>d0uk6T(—l* )_K.

On a Hy(S') = ker _k;

Pour les autres indices, comme Hy(A) = Hp(B) = Hp(AN B) = 0,k > 1 la suite exacte de Mayer-Vietoris
donne 0 — H,,(S') — 0 et donc par I'exactitude de la suite H,(S!) = 0.

=K.

On peut maintenant établir

my _ | K, n=0m
Hn (S )_{ 0, sinon

par recurrence sur m, on a déja vu le resultat pour m = 1, on suppose 'hypothese vraie au rang m — 1.
On note S, N le pole sud et le pole nord de S™.
A=S"\{S}=2R™, B=S"\{N} =2R™.
ANB =S8m\{S, N}, S™ ! est un rétract par déformation de S™ \ {S, N} donc H,,(AN B) = H,(S™!) =
K n=0 m-1
{ 0 stnon '
m K n=0
On a H,(A)=H,(B)=H,(R™) = { 0 sinon
Par la suite exact de Mayer-Vietoris on a :
H, 1(ANB) & H, (Sm) + H,(A)® H,(B). Il est clair que sin # m,n > 1, H,(ANB) = H,(A) &
H,(B)=0donc H,(S™) =
ks
—l

En 0, 0 — H1(S™) o Ho(AnB) ° — 7 Ho(A)® ) — Hy( ) — 0. Par I'exactitude de la suite
-1

. et un isomorphisme de H;p(S™) vers ker( _k; ) e ) —[a]) # (0,0) si [a] # (0,0)
—1,

Hp-1(A) ® Hyp—1(B) < Hp—1(AN B) & Hp(S™) + Hp(A) @ Hy(B), or Hy—1(A) ® Hp—1(B) =
H,,(A)®H,,(B) = 0. Par I'exactitude de la suite J, est un isomorphisme donc H,,(S™) = H,,_1(ANB) &£ K.

donc Hy(S™) = ker ( s ) =0.
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Chapitre 3

Le théoreme du sandwich au jambon

3.1 Le théoréeme de Borsuk-Ulam

On rappel I'énoncé :
Théoréme 3.1. Soit n > 1, pour toute fonction f : S™ — R™ continue, il existe x € S™ tel que f(x) = f(—x)
On va avoir besoin pour le démontrer de la proposition suivante :
Proposition:

Soit m > 0 et f : S® — S™ continue qui préserve les antipodes. Alors f, : H,(S) — H,(S) est un
isomorphisme.

Démonstration. On considere S”~! C S™. Alors fisn—1 préserve encore les antipodes. On va raisonner par
recurrence sur n.
Soit f:SY = {—1,1} — S° = {—1,1} continue qui préserve les antipodes. Il n’existe que deux bijections

de {—1,1} dans lui méme et les deux préservent les antipodes : ¢1(1) = 1, ¢1(—1) = —1 et g_1(1) =
1, g_1(~1) = 1.

On a Hy(S%) = K[-1] ® K[1]. On a g1.[1] = [1], g1«[~1] = [~1]. g1« induit une bijection sur la base de
Hy(S?) c’est donc bien un isomorphisme. On a g_1.[1] = [~1], g_1.[—1] = [1]. g—1« induit une bijection sur

la base de Hy(S%) c’est donc aussi bien un isomorphisme.
Soit n > 1 Supposons que fign-1 induise un isomorphisme en homologie.
Par la fonctorialité de la suite de Mayer-Vietoris, on a

H,(A) @ H,(B) =0 —> H,(S") —> H,,_1(ANB) —> H,_,(A) ® H,_1(B) =0.

| |

H,(S") —2% H,_1(ANB) 0

0

Par exactitude de la suite, § est un isomorphisme. Comme f, est un morphisme de complexe, o f, = f,09.
Aussi H, 1(ANB) = H, 1(S" 1), Dol le carré commutatif.

%

Hn_l(Snil)H*- n_l(AﬁB)

J{fsn—l* if*

T

Iilnfl(Sn_l)*> n,l(AﬁB)

Comme fign-1 induit un isomorphisme en homologie, f. = it o fign—1 04 est un isomorphisme sur H,, (AN
B). Comme § est un isomorphisme, f, = 6! o f, o § est un isomorphisme. O

On peut maintenant démontrer le théoreme de Borsuk-Ulam.
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Démonstration. Soit n > 1. On raisonne par I'absurde. On suppose qu’il existe f : S” — R™ continue telle
que f(z) # f(—x) pour tout z € S". Soit g : S* — S"~! définie par :

f(z) — f(-=)
g(x) = :
IIf (@) = f(==)|]
g est continue et g(—z) = —g(z) pour tout x € S". Soit ¢ : S*~! — S" I'inclusion. go¢: S" 1 — S*"~1. On a

K >2
anl(Sn_l) = { K2 Z; 1 et anl(Sn) =0.

On a donc ¢, : H,—1(S™™') — H,,_1(S™) n’est pas injective.

Ainsi (got)s = ge oty : Hy 1(S" 1) — H,,_1(S"1) n’est pas injective.

Or pour tout x € S"~ 1, gou(—2) = g(—x) = —g(x) = —gow(x), gor préserve les antipodes. Par la proposition
précédente : (g o), est un isomorphisme, contradiction. une telle application f ne peut pas exister. O

3.2 Le théoreme du sandwich au jambon

On rappel I’énoncé :
Théoreme 3.2. Soient (A;)1<i<n tels que A; C R™ mesurable et borné. Il existe x € S, t € R tels que :
V1 <i<n, MA;NP)=XNANP,,).
Démonstration. Soit x € S*~1. Soit ¢, : R — [0, +oo[ définie par
¢(t) = MA1 N P, ,)
¢ est croissante, en effet soit tg < t1 alors {y € A|(y|z) <to} C {y € Al{y|z) <1} donc
¢z (to) = MA1N Py y,)
¢x(to) = My € Ail{ylz) < to}

)
«(to) < My € Ai|(ylz) < t1}
ba(to) < du(ty).

-

De plus ¢, est continue. Soit ¢t € R, soit (t,)neny une suite de R telle que ¢, — t en croissant. Alors
({y € A1|{(y|x) < t,})n est une suite croissante d’ensembles. On a donc

lim ¢ (tn) = Tim My € Ai[(ylz) < tn}

) (U{y & Ail(ylo) < m})

=My € Ail{ylz) <t}
= (bx(t)

Par le méme raisonnement, soit (¢,)nen suite de R telle que ¢, — ¢t en décroissant. Alors ({y € A;|(y|z) <
tn})n est une suite décroissante d’ensembles. On a donc

lim ¢, (t,) = ILm My € Ai|(ylz) < tn}

=\ <ﬂ{y € Aif(ylz) < tn}>

=My € Ail(ylz) <t}
= ¢y (t).
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¢, est bien continue. On remarque que si ¢t < 0 pour tout ¢ > 0, P, N{x € R"| [[z]| <t — e} = 0. Ainsi
comme A; est borné, il existe M > 0 tel que A; C {x € R"| ||z|| < M}. Pour tout t < =M, ANP,, =0
Donc on a

lim ¢,(t) =0.

t——00
A linverse sit > 0 P, N{zx € R"| [|z]| <t} = {x € R"| [|z]| < t}. Ainsi comme A; est borné, il existe
M >0 tel que A; C {z € R"| [|z|] < M}. Pour tout t > M, A; NP, , = A; Donc on a

tllglo (bw (t) = )‘(A1>

On en déduit qu’il existe deux nombre 7/(x) et 7/'(z), 7'(x) < 7"(x) tels que

freRa ) = ) = (@), (@),
On remarque
m'(—x) = min{t\MA NP, ,} = Al )}

A(A;
2
(A)

min{t|]\{A; NP, _t} = }

min{t|A(A1) = MA NP, _,} = Ay )}

min{ti\N{A1 NP, _,} = M}

()
5

—max{t|MA1 NP, ,} =

=—7"(x).

De méme
7' (—z) = max{t]MA NP, ,} = w}
=maz{tNMA1NP, _,} = )\(1241)}
= —min{t|)\{A1 N P} = A(;h)}

= —7'(z).
Enfin, les fonction 7/ et 7/ sont continues.
On pose
7' (x) + 7" (2)
—
Onar(-z) = —7(z) et M{AINP, )} = ¢a(r(2)) = 25 = MA NP )} Soit ¢ : S~ — R" définie
par

7(x) =

1 est continue, donc par le théoréme de Borsuk-Ulam, il exise g € S"~! tel que 9(x) = 1(—x0). on en
déduit pour tout 2 <i<n

MANP, Y= M40 P =M4;n P AMA; NP

égalité M{A NP, T(zo)} =XMA1 N Pgﬁ0 T(xo)} étant déja établie.

o, —T(zo)} - o, T(Io)}

—z0,7(—x0

O

Nous avons méme démontrer un version un peu plus forte que le résultat annoncé en introduction : on
peu séparer en deux un sandwich composé de n ingrédients en une seul coupe si ce sandwich est en dimension
n. Malheureusment, pour trouver cette coupe il faudrait trouver les points antipodaux de la fonction ¥ qui
sont égaux. Or bien que le théoréeme de Borsuk-Ulam nou garanti leur existance, il ne nous donne aucun
moyen de les trouver.
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